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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

В большинстве природных явлений и технологических процессов движе-

ние жидкости и газа характеризуется большими числами Рейнольдса и потому

не является стационарным. Даже если предположить, что в данный момент та-

кое течение является ламинарным, то в случае превышения числом Рейнольдса

Re некоторого порогового значения Recr, называемое критическим, амплитуда

присущих потоку флуктуаций будет расти со временем, и течение перейдет в

неустойчивый, или турбулентный, режим [1]. Для каждой геометрии течения

существует свое Recr, которое, как правило, составляет величину Recr ≳ 1÷ 10.

Поэтому хаотические течения следует описывать в рамках статистическо-

го подхода. А.Н. Колмогоров создал первую теорию для статистически изо-

тропного трехмерного развитого турбулентного потока [2]. Им приведены убеди-

тельные аргументы в пользу того, что статистический режим мелкомасштабных

пульсаций при больших числах Рейнольдса универсален и не зависит от глобаль-

ной геометрии потока. В теории Колмогорова устанавливаются законы подобия,

исходя из утверждения о существовании прямого каскада энергии и локальном

взаимодействии по масштабам внутри инерционного интервала. Прямой кас-

кад энергии подразумевает, что большие вихри распадаются на более мелкие и

так далее, т.е. энергия переходит от больших масштабов к малым. Локальность

взаимодействия по масштабам означает, что в процессе дробления участвуют

вихри только близких размеров. Турбулентное двумерное течение значительно

отличается от трёхмерного, поскольку в нём есть вторая сохраняющаяся квад-

ратичная по скорости величина в пределе малой вязкости — энстрофия — поми-

мо кинетической энергии. Вследствие этого в двумерном турбулентном течении

устанавливаются два каскада [3] — обратный каскад энергии, в результате чего

из более мелких вихрей образуются более крупные, и прямой каскад энстрофии,

в результате которого завихренность передаётся на мелкие масштабы.

В случае ограниченной геометрии обратный каскад накапливает кинети-

ческую энергию на самом большом из доступных масштабов. Вследствие это-
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го возникает конденсат, который чаще всего оказывается вихрем или системой

вихрей, что было предсказано в теоретической работе [4], а также обнаружено

в численных и натурных экспериментах [5, 6]. Такие статистически устойчивые

крупномасштабные структуры, существующие на фоне быстрых флуктуаций,

называют когерентными вихрями [5]. И.В. Колоколов и В.В. Лебедев создали

аналитическую теорию для двумерного когерентного вихря [7], описывающую

как интенсивное среднее течение вихрей, так и флуктуации на его фоне, ко-

торые представляют собой хаотическое во времени и пространстве изменение

скорости. Ключевым отличием этой теории от теории изотропной турбулент-

ности является утверждение о нелокальности взаимодействия по масштабам,

так что нелинейное влияние неоднородности конденсата на мелкие турбулент-

ные пульсации сильнее, чем нелинейное взаимодействие этих пульсаций между

собой. Это приближение оправдывается, в частности, и существенно более кру-

тым спектром энергии E(k) ∝ k−3 в присутствии конденсата [8] по сравнению

со спектром для изотропной турбулентности E(k) ∝ k−5/3. Теория объясняет

результаты численных [9] и лабораторных [10, 11] экспериментов по формиро-

ванию устойчивых когерентных вихрей, связав их характеристики со статисти-

ческими свойствами хаотических флуктуаций течения.

Двумерное течение является моделью, применимая для трехмерного те-

чения с подавленной третьей (мы её также будем называть вертикальной) ком-

понентой скорости. Это может происходить по геометрическим причинам, ко-

гда жидкость представляет собой тонкий слой. Такие течения можно назвать

квази-двумерными. Натурные эксперименты по двумерной турбулентности как

раз производятся на тонких жидких слоях [6, 10, 11]. Подавление вертикальной

компоненты скорости и однородность скорости вдоль вертикальной оси могут

быть достигнуты также и быстрым вращением жидкости как целого вокруг этой

оси согласно теореме Прудмана-Тейлора [12] за счёт действия сил Кориолиса

при малом числе Россби Ro ∼ |(v,∇)v|/| [Ω,v] |, где v — вектор поля скорости

жидкости, Ω – угловая скорость вращения. Подавляющая часть кинетической
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энергии течения содержится в наборе однородных по вертикали вихрей, в ко-

торых скорость направлена горизонтально. Такое течение также называют гео-

строфическим, поскольку силы Кориолиса в нём являются чисто потенциаль-

ными и компенсируются перепадом давления, что называют геострофическим

балансом. Эффект двумеризации течения в быстро вращающейся жидкости уже

несколько десятилетий исследовался экспериментально [13]. В численном моде-

лировании [9] наблюдалось изменение характера турбулентного течения при уве-

личении угловой скорости вращения (уменьшение числа Россби). При больших

числах Россби течение представляло собой статистически изотропную трёхмер-

ную турбулентность, при малых числах Россби оно становилось анизотропным,

приобретало форму устойчивых геострофических вихрей. При этом энергети-

ческий спектр течения становился намного круче, приближаясь к E(k) ∝ k−3.

В данной диссертации изучаются турбулентные вихревые течения в быст-

ро вращающейся жидкости. Мы исследуем статистику турбулентных пульсаций

в присутствии трехмерного когерентного вихревого течения. В двумерном коге-

рентном вихре турбулентные пульсации двумерны [7], а в трехмерном когерент-

ном вихре турбулентные пульсации трёхмерны и представляют собой ансамбль

инерционных волн [14]. В работах [7] и [14] показано, что статистика пульса-

ций в присутствии когерентных течений значительно отличается от статистики

пульсаций в изотропном случае как в двумерной, так и в трехмерной задачах.

Это обусловлено сильным влиянием градиента скорости когерентного течения

на динамику мелкомасштабных флуктуаций. В свою очередь мелкомасштаб-

ные пульсации u(r, t) оказывают существенное влияние на крупномасштабный

профиль когерентного вихря U(r), отвечая за поддержание когерентного те-

чения. Среднее от произведения радиальной и азимутальной компонент поля

скорости мелкомасштабных пульсаций ⟨uρuϕ⟩ есть вклад в касательную компо-

ненту тензора напряжений Рейнольдса Πϕρ [14], ответственный за формирова-

ние “отрицательной турбулентной вязкости” [15]. Поэтому исследование стати-

стики турбулентных пульсаций в присутствии трехмерного когерентного вихря
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представляет особый интерес. Объектами исследования статистики мелкомас-

штабных флуктуаций являются корреляционные функции. Для двумерного [7]

и трехмерного [14] течений было посчитано среднее ⟨uρuϕ⟩, значения которо-

го совпали, но структура оказалась различной. Мы более детально исследуем

статистику турбулентных пульсаций путём вычисления структурных функций

различных компонент поля скорости.

Следующим рассмотренным нами вопросом стало описание статистиче-

ских свойств рассматриваниемых течений проводящей жидкости в присутствии

магнитного поля. Обширный класс течений приводит к усилению некоторого

начального магнитного поля, что называется эффектом динамо [16]. Мы рас-

сматриваем кинематическую стадию динамо, на которой магнитное поле сла-

бо влияет на течение, и не рассматриваем последующую стадию насыщения

этого поля за счет обратной реакции на поток [17]. Примерами подобного ста-

тистически стационарного насыщения являются магнитные поля планет [18],

в частности, Земли [19] и когерентные магнитные поля во Вселенной [20]. В

таких системах крупномасштабное магнитное поле как правило существует на

фоне мелкомасштабных турбулентных пульсаций, поэтому количественно уси-

ление магнитного поля удобно описывать с помощью величин, усредненных по

быстрым и мелкомасштабным турбулентным пульсациям потока [21]. Одной из

причин генерации магнитного поля является наличие вклада E в электродвижу-

щую силу, возникающей вследствие взаимодействия флуктуаций поля скорости

с мелкомасштабной компонентой магнитного поля, определяемой взаимодей-

ствием турбулентных пульсаций и крупномасштабной компоненты магнитного

поля. Если же в турбулентном потоке нарушена зеркальная симметрия и, как

следствие, есть ненулевая спиральность [22], электродвижущая сила будет ли-

нейно связана с крупномасштабной компонентой магнитного поля B: E = α̂B,

где α̂ — псевдотензор второго ранга. Вследствие спиральности течения жидко-

сти увлекаемые ею тороидальные магнитные поля могут преобразовываются в

полоидальные [23]. Данная линейная зависимость называется α-эффектом [24].
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Отметим эксперименты [25], в которых намеренно создаётся вихрь тороидаль-

ной формы с ненулевой спиральностью потока с целью активировать механизм

динамо по α-эффекту. Мы рассчитываем α-эффект для трехмерного когерент-

ного вихря проводящей жидкости в магнитном поле.

Последним объектом нашего исследования являются волновые системы, в

которых нелинейное межволновое взаимодействие оказывается существенным.

Одним из классических примеров подобного нелинейного взаимодействия волн

является взаимодействие, описываемое нелинейным уравнением Шредингера

[26], которое характеризует реальные процессы в различных физических си-

стемах: волны на глубокой воде [27], волны Ленгмюра в плазме [28], конден-

сат Бозе-Эйнштейна в сверхпроводниках и сверхтекучих жидкостях [29], элек-

тромагнитные волны в оптоволокне [30]. Примером системы с таким характе-

ром взаимодействия волн является случайный волоконный лазер с распределен-

ной обратной связью [31]. Статистику сигнала, динамика которого описывается

нелинейным уравнением Шредингера, нельзя описывать в терминах кинетиче-

ского уравнения в силу свойств интегрируемости этого уравнения [32]. Однако

присутствие в системе усиления нарушает интегрируемость, что позволило раз-

вить кинетическую теорию для подобных систем в работе [33]. Эта кинетиче-

ская теория позволяет описывать количественные характеристики излучения.

В частности, в работе [33] была найдена ширина спектра излучения, величина

которой хорошо согласуется с экспериментом. В данной диссертации мы иссле-

дуем другую, не менее важную характеристику систем этого класса — статисти-

ку интенсивности выходного излучения случайного волоконного лазера. Знание

статистики интенсивности и механизма её установления позволяет оценить рис-

ки возникновения сильных “выбросов” [34] в волновом пакете, прошедшем через

среду с нелинейностью и циклическим усилением, и выявить способы снижения

вероятности возникновения таких выбросов.

Таким образом, целью данной работы является определение свойств

парной корреляционной функции поля скорости турбулентных пульсаций в
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трехмерных когерентных вихревых теченииях, в том числе и проводящей жид-

кости, а также нахождение статистики интенсивности случайного волнового по-

ля, прошедшего через квазиодномерную среду с кубической нелинейностью и

усилением.

Поставленная цель достигается путем решения следующих задач:

1. Вычисление средних от парных произведений компонент поля скорости для

описания статистических свойств трехмерных когерентных вихрей;

2. Вычисление структурных функций флуктуаций поля скорости в трехмерных

геострофических и двумерных когерентных вихрях;

3. Вычисление среднего скорость-завихренность для трехмерных геострофиче-

ских когерентных течений с ненулевой спиральностью;

4. Определение связи электродвижущей силы, возникающей за счет трехмер-

ного когерентного вихревого течения проводящей жидкости, с магнитным

полем, а также величины α-эффекта;

5. Определение критерия неустойчивости среднего магнитного поля в трехмер-

ном когерентном геострофическом вихре проводящей жидкости;

6. Нахождение функции распределения интенсивности случайного волнового

поля, прошедшего через протяженную среду с керровской нелинейностью и

усилением.

На защиту выносятся следующие научные положения и результаты,

принадлежащие лично автору:

1. Определен вид структурных функций поля скорости в трехмерном и дву-

мерном когерентных вихревых течениях в зависимости от мощности накач-

ки, вязкости среды и пространственных координат на масштабах r, малых

по сравнению с масштабом накачки k−1
f .

2. Установлена зависимость величины α-эффекта от мощности накачки, вязко-

сти, проводимости и угловой скорости вращения трехмерного когерентного
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вихревого течения проводящей жидкости в магнитном поле в области малых

чисел Россби и Экмана (Ek ≪ Ro ≲ 1), а также малого магнитного числа

Прандтля (Prm ≲ 1).

3. Установлен критерий неустойчивости среднего магнитного поля в трехмер-

ном когерентном геострофическом вихре, зависящий от чисел Ro, Ek, Prm,

а также величины отношения масштаба накачки к масштабу среднего маг-

нитного поля kf/kb.

4. Определена функция распределения интенсивности волнового пакета после

его прохождения через квазиодномерную среду с керровской нелинейностью

и циклическим усилением.

Научная новизна работы определяется следующими результатами:

1. Впервые установлены структурные функции различных компонент поля ско-

рости в зависимости от координат для трехмерных и двумерных когерентных

вихревых течений на малых по сравнению с масштабом накачки простран-

ственных масштабах;

2. Путем сравнения посчитанных структурных функций различных компонент

турбулентных пульсаций поля скорости для трехмерных и двумерных коге-

рентных течений на малых масштабах в зависимости от мощности накачки и

вязкости среды установлено, что в трехмерном случае структурная функция

имеет более анизотропный характер;

3. Вычислен тензор, являющийся средним от произведения скорости и завих-

ренности флуктуаций в трехмерном когерентном вихре, в случае, когда воз-

буждающая течение сила статистически асимметрична по отношению к зер-

кальному отражению;

4. Получено выражение величины α-эффекта для трехмерных когерентных

вихревых течений проводящей жидкости с ненулевой спиральностью в при-

сутствии магнитного поля в зависимости от чисел Россби Ro, Экмана Ek и
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магнитного числа Прандтля Prm в практически важной области их значений

Ek ≪ Ro ≲ 1, Prm ≲ 1;

5. Получен критерий роста магнитного поля для трехмерного когерентного гео-

строфического вихря проводящего спирального течения, зависящий от чисел

Ro, Ek, Prm, а также отношения kf/kb пространственных масштабов накачки

и среднего поля;

6. Найдена функция распределения интенсивности волнового пакета, прошед-

шего через протяженную среду с керровской нелинейностью и циклическим

усилением, а также выражение для коэффициента эксцесса как безразмер-

ного параметра нелинейности в первом и втором порядках, оперделяющего

её отличие от релеевской.

Теоретическая и практическая значимость работы состоит в том,

что

- результаты исследования могут быть использованы при проведении рас-

четных оценок и для улучшения качественного понимания некоторых природ-

ных явлений (такие как циклоны и антициклоны, торнадо, смерчи, столбчатые

вихри в мантии Земли и т.п.), а также для оптимизации ряда технологических

процессов (камеры сгорания, сушильные установки и т.д.);

- вычисленная функция распределения интенсивности волнового пакета

свидетельствует о малом отличии статистики интенсивности выходящего сиг-

нала от релеевской, что говорит о низкой вероятности "выбросов" в такой си-

стеме. Эти результаты могут быть использованы для создания волоконных ли-

ний сверхдальней связи, а также для оптимизации технологических процессов,

связанных со случайными волоконными лазерами.

Актуальность исследования состоит в необходимости детального ана-

литического описания когерентных вихревых течений, в том числе в магнит-

ных полях, а также статистики активных циклических нелинейных волновых

систем.
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Методология и методы исследования. Для качественного и количе-

ственного изучения физических и математических моделей, описывающих ста-

тистические свойства обозначенных выше когерентных вихревых и волновых

систем, автором применялись: аппарат теории турбулентности, волновой кине-

тической теории, магнитной гидродинамики и статистической физики, аппарат

уравнений в частных производных и обыкновенных дифференциальных урав-

нений, аппарат математического анализа, интегрального исчисления и теории

вероятности, аппарат диаграммной техники, приближенные методы аналитиче-

ских вычислений и асимптотик.

Достоверность результатов диссертационной работы обсепечивается

физически обоснованными, непротиворечивыми математическими моделями

гидродинамики несжимаемой жидкости и уравнением Навье-Стокса, нелиней-

ным уравнением Шредингера и диаграммной техникой Уайльда, соотношени-

ями магнитной гидродинамики, согласованностью найденных зависимостей с

натурными и численными экспериментами.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на

следующих семинарах и конференциях:

- Л.Л. Огородников, С.С. Вергелес, В.В. Лебедев, Статистика излучения

сверхдлинного волоконного лазера с обратной связью на случайных рассеивате-

лях, 7-й Российский семинар по волоконным лазерам, Новосибирск, 5-9 сентября

2016.

- С.С. Вергелес, Л.Л. Огородников, В.В. Лебедев, И.В. Колоколов, "От-

личие статистики излучения случайного волоконного лазера от гауссовой" , VI

Международная конференция по фотонике и информационной оптике, Москва,

01–03 февраля 2017.

- L.L. Ogorodnikov, S.S. Vergeles, V.V. Lebedev, "Intensity Statistics of the

Emission of Raman Random Fiber Laser" , Optics, Photonics and Lasers: Proc. 1st

International Conference on on Optics, Photonics and Lasers (OPAL’ 2018), 9-11

May 2018, Barcelona, Spain, p. 257-260 (2018).
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- Л.Л. Огородников, С.С. Вергелес "Структура и пространственные кор-

реляции столбчатых когерентных вихрей в трехмерной вращающейся жидко-

сти" , XV Международная конференция "Забабахинские научные чтения" , г.

Снежинск, 27 сентября – 1 октября 2021.

- Л.Л. Огородников, Вергелес С.С., Лебедев В.В. "Статистика интенсив-

ности выходного излучения случайного волоконного лазера" , XVIII Научная

школа "Нелинейные волны-2018", г. Нижний Новгород, 26 февраля - 4 марта

2018.

- Вергелес С.С., Огородников Л.Л. "Поведение когерентных вихрей в трех-

мерной жидкости" , Международная конференция «XXI Харитоновские тема-

тические научные чтения», г. Саров, 15 – 19 апреля 2019 г.

- Л.Л. Огородников, Вергелес С.С. "Исследование корреляционных

свойств трехмерного когерентного вихря" , Самарские чтения (в память об ака-

демике А.А. Самарском), Москва, 22-25 декабря 2021 г.

- Vergeles S.S., Ogorodnikov L.L. "Coherent columnar vortex in three-

dimensional rotating turbulent flow: structure and spatial correlations" , IV Russian

Conference on Magnetohydrodynamics, September 20 – 22, 2021, Perm, Russia

- Л.Л. Огородников, С.С. Вергелес "Влияние трехмерного когерентного

вихря проводящей жидкости на внешнее магнитное поле" , "ХХIII Харитонов-

ские тематические научные чтения" , г. Саров, 3-7 октября 2022.

- Л.Л. Огородников, С.С. Вергелес "α-эффект в магнитном поле в присут-

ствии трехмерного когерентного вихревого течения проводящей жидкости", ХХ

Научная школа "Нелинейные волны – 2022", г. Нижний Новгород, 7-13 ноября

2022.

Публикации. По теме диссертации опубликованы 4 печатные работы

в статьях [35], [14], [36], [?], 3 из которых также входят в перечень WoS, и 10

работ в материалах конференций.

Личный вклад автора заключается в участии в формулировке темы

диссертационной работы, проведении аналитических исследований, обсуждении
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и интерпретации полученных результатов, подготовке материалов к публика-

ции.

Таким образом, в результате выполнения научно-квалификационной рабо-

ты решена важная научная задача, связанная с исследованием статистических

свойств когерентных волновых течений, которая может быть использована в ин-

тересах прогнозирования ряда природных явлений (в том числе катаклизмов),

оптимизации передачи сигналов на дальние расстояния и интенсификации тех-

нологических процессов.

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из

введения, четырех глав, заключения и списка литературы. Общий объем работы

156 страниц, 14 рисунков. Список литературы состоит из 128 наименований.

Благодарности

Автор диссертационной работы благодарен научному руководителю,

Сергею Сергеевичу Вергелесу, за помощь в постановке задачи и многочислен-

ные обсуждения промежуточных и финальных результатов, Колоколову Игорю

Валентиновичу и Лебедеву Владимиру Валентиновичу за поддержку, важные

замечания и интерес, проявленный к работе. Автор благодарен всем участникам

семинаров и конференций, на которых присутствовал и выступал, и постарался

учесть их замечания и рекомендации, высказанные на научных мероприятиях.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обосновывается актуальность темы диссертационного ис-

следования, приводится общая характеристика работы, формулируется цель ра-

боты и решаемые задачи для её достижения, отмечаются её научная новизна,

теоретическая и практическая значимость, обосновывается достоверность по-

лученных результатов и личный вклад автора в работу, приводятся научные

положения, выдвигаемые на защиту.

В первой главе диссертации содержится литературный обзор по теме

научного исследования. Рассматриваются различные режимы течений жидко-
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сти от ламинарного до развитого турбулентного вихревого движения. Приво-

дятся примеры течений в форме трехмерных когерентных столбчатых вихрей.

Отмечается их позитивная и негативная роль в ряде природных и технологиче-

ских процессов.

Рассматриваются способы описания вихревых течений, отмечается слож-

ность получения точного решения уравнения Навье-Стокса для таких движе-

ний и обосновывается необходимость статистического способа их описания, в

том числе, с использованием корреляционных функций. Излагаются основные

положения теории трехмерных когерентных вихревых течений, развитой в [14],

позволяющей определить профиль скорости среднего течения U(r) и получить

выражение для перекрестного коррелятора флуктуаций поля скорости ⟨uξuη⟩.
Далее в обзоре освещается важность исследования влияния трехмерного коге-

рентного вихревого течения проводящей жидкости на внешнее магнитное по-

ле. Проводится анализ области значений магнитных чисел Прандтля, которые

уместно рассматривать на практике для решения поставленной задачи. Обсуж-

дается связь α-эффекта, выраженного количественно в виде матрицы пропорци-

ональности между компонентами электродвижущей силы, возникающей за счет

турбулентного течения проводящей жидкости в магнитном поле, и компонента-

ми самого магнитного поля, с преобразованием тороидального магнитного поля

в полоидальное. Указывается, что α-эффект возможен в течении c дифферен-

циальным вращением и нарушением зеркальной симметрии, а такое спиральное

течение может быть создано искусственно. В обзоре анонсируется, что величина

α-эффекта трехмерного когерентного вихря проводящей жидкости вычисляется

в области малых чисел Ek, Ro и Prm в третьей главе. В обзоре также говорится

о важности исследования статистических свойств течений в другом предельном

случае, когда амплитуда флуктуаций становится сравнимой с величиной средне-

го течения. В качестве одного из классов таких нелинейных систем рассматри-

ваются системы, описываемые нелинейным уравнением Шредингера, которое

может быть использовано для описания как волн на глубокой воде, так волн
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в оптоволокне. Обсуждаются способы статистического исследования активных

волновых систем с циклическим усилением, к которым относится случайный

волоконный лазер с обратной связью. Делается вывод о возможности приме-

нения волновой кинетической теории, описанной в [33] на примере случайного

волоконного лазера, для исследования таких систем.

Во второй главе изложен подход, позволяющий количественно описы-

вать статистические свойства турбулентных течений и, в частности, трехмерных

когерентных вихревых течений:

Рис. 1: Профиль скорости трехмерного когерентного вихря

Предполагается возможным разделение течения на средний крупномас-

штабный поток U и турбулентные пульсации u. Задача решается в пределе

большого числа Рейнольдса Re, малых чисел Россби Ro и Экмана Ek ≪ Ro.

Статистика случайных сил, передающих энергию вихрю, предполагается скор-

релированной на малых временах и пространственных масштабах ∼ k−1
f . Про-

ведены вычисления структурной функции скорость-скорость различных компо-

нент флуктуаций поля скорости u на малых пространственных масштабах для

трехмерных когерентных вихревых течений:

Sij(r) = ⟨
(
uj(r′ + r)− uj(r′)

)(
ui(r′ + r)− ui(r′)

)
⟩, (1)

где по координате r′ предполагается усреднение. Были получены следующие

результаты для компонент структурной функции поля скорости в трехмерном
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когерентном вихре:

Sξξ(r) ≈ Szz(r) ≈ Sii(r)/2 ∼
ϵk2f
2|Σ|

(
ln τ∗ · ξ2 + τ 2∗ η

2 − ςτ∗ξη + ln2 τ∗ · z2
)
; (2)

Sηη ∼
ϵk2f
|Σ|
(
ξ2 − ς · ηξ + ln2 τ∗ · η2 + ln τ∗ · z2

)
, (3)

Sξη ∼ ς
ϵk2f
|Σ|
(
ξ2 − ς ln τ∗ · ξη + τ∗η

2 + z2
)
, (4)

Sξz ∼ −
ϵk2f
|Σ|

(ξz + ς · ηz) , Sηz ∼ −
ϵk2f
|Σ|
(
−ςξz + ln2 τ∗ · ηz

)
, (5)

где ϵ — мощность накачки, ς = sign (Σ), τ∗ = (Ro/Ek)1/3 — безразмерный па-

раметр, соответствующий характерному времени, определяемому “вязкой экс-

понентой”. Также показано, что основной вклад в структурную функцию да-

ют волновые векторы из сектора быстрых осцилляций (kz/k ≳ Ro). С учетом

свойств двумерных флуктуаций [14], [37] посчитаны структурные функции раз-

личных компонент поля скорости турбулентных пульсаций в двумерном коге-

рентном вихре в зависимости от мощности накачки и вязкости среды. Сравнение

показало, что в трехмерном когерентном вихревом течении структурная функ-

ция имеет более анизотропный вид, чем в двумерном когерентном течении.

Третья глава посвящена рассмотрению вопросов генерации магнитного

поля в вихревом потоке проводящей жидкости для случая малых магнитных

чисел Прандтля Prm ≲ 1. В частности, рассмотрен α-эффект, связанный с тем,

что турбулентный характер вихревого потока приводит к преобразованию торо-

идального магнитного поля в полоидальное, которое в свою очередь приводит к

возникновению электродвижущей силы. В данной главе исследован α-эффект

для трехмерного когерентного вихря с ненулевой спиральностью в проводящей

жидкости. С использованием модели трехмерного когерентного вихря найде-

ны компоненты одноточечного коррелятора скорость-завихренность. В присут-

ствии такого когерентного вихря в проводящей жидкости рассмотрено поведе-

ние магнитного поля. Показано, что связь между компонентами электродви-

жущей силы E и магнитного поля B линейная: E i = αipBp, а также получе-
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но выражение для всех элементов псевдотензора α в трехмерном когерентном

вихревом течении проводящей жидкости в зависимости от величин вязкости,

магнитной диффузии, угловой скорости вращения и коэффициента сдвига, то

есть в зависимости от чисел Ro, Ek и Prm. Определена связь между псевдотен-

зором α̂ и тензором Ĥ, элементы которого являются корреляторами различных

компонент скорости и завихренности:

αip =
κk2f
2Ω2

∫
(d3k)

k4

k2z + (k/τΩ)6
(
Hip +Hpi − Hδip

)
k
, (6)

где используется безразмерное отношение τΩ = (2Ω/κk2f)
1/3 = (Prm/Ek)

1/3, ха-

рактеризующее отношение скорости вращения Ω к величине магнитной диффу-

зии κk2f . Найдено выражение для элементов α̂ в практически важной области

параметров Ek ≪ Ro ≲ 1, Prm ≲ 1 в зависимости от различных соотношений

между этими параметрами:

α̂ ∼ − ϵh
Σ2

Ro


βξξ −ςτ∗ 0

−ςτ∗ τ 2∗ 0

0 0 βzz

 , Ro ≪ Prm; (7)

α̂ ∼ − ϵh
Σ2

Ro


βξξ −ςτΩ 0

−ςτΩ τ 2Ωβzz 0

0 0 βzz

 , Ek ≪ Prm ≪ Ro (8)

α̂ ∼ − ϵh
|Σ|κk2f


1 −ς 0

−ς ln τ∗ 0

0 0 ln τ∗

 , Prm ≪ Ek ≪ Ro, (9)

где βξξ = − ln(Ro(1 + κk2f/|Σ|)), βzz = Ro/Prm в пределе Ro ≪ Prm; βξξ =

− ln(Prm(1 + κk2f/|Σ|)), βzz = ln (Ro/Prm) в пределе Prm ≪ Ro.

Также получено уравнение эволюции среднего магнитного поля в трехмер-

ном когерентном вихре, найден критерий
√

|αξξΣ|/2 > κk
3/2
b его неустойчивости

во времени, который переписан в терминах чисел Ro, Ek, Prm и отношения мас-

штаба накачки к масштабу среднего магнитного поля kf/kb.

Заключительная четвертая глава посвящена исследованию статистики
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другого предельного случая течения, когда флуктуации нельзя считать малыми

по сравнению со средним течением. Такие системы становятся нелинейными

и в ряде случаев могут описываться нелинейным уравнением Шредингера с

усилением: (
∂

∂t
− g

)
ψ + i

β2
2
∂2xψ − iγ|ψ|2ψ = 0, (10)

где β2 — коэффициент дисперсии оптоволокна, g — коэффициент усиления сиг-

нала, γ — параметр Керровской нелинейности. Особый интерес среди них пред-

ставляет исследование активных циклических волновых систем, в частности,

случайного волоконного лазера с распределенной обратной связью. В такой си-

стеме, поведение которой описывается в рамках волновой кинетической теории,

развитой в [33], определена функция распределения интенсивности волнового

пакета на примере излучения, прошедшего через случайный волоконный лазер:

F(I) =

(
1 +

(
I/Ī
)2 − 4

(
I/Ī
)
+ 2

2
K

)
exp

(
−I/Ī

)
(11)

Рис. 2: График функции распределения интенсивности выходного излучения случайного во-
локонного лазера при |K| = 0.2. На рис. 2(a) приведен график для аномальной дисперсии
(β2 < 0), на рис. 2(b) приведен график для нормальной дисперсии (β2 > 0).

В первом и втором порядках по параметру нелинейности γlDĪ найдено

выражение для коэффициента эксцесса K как безразмерного параметра, опре-

деляющего отличие статистики интенсивности выходного излучения от релеев-
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ской. В главном порядке по параметру нелинейности при конечном усилении

ϵ = |glD| выражение для коэффициента эксцесса будет иметь следующий вид:

K ≈ K = − 4γĪ

β2∆2

∫
(dω)(dω1)(dω2)f (ω − ω1) f (ω − ω2) f (ω)

ω1ω2

(2ϵ)2 + ω2
1ω

2
2

(12)

где ω, ω1,2 — частоты, обезразмеренные на ширину спектра ∆, f(ω) =

Ī−1
∫
dt⟨ψ(L, t′ + t)ψ∗(L, t′)⟩ exp (i∆ωt) — безразмерный спектр сигнала. Отме-

тим, что знак куртозиса (коэффициента эксцесса K) противоположен знаку

коэффициента дисперсии β2.

В заключении отмечено, что полученные в работе результаты с исполь-

зованием статистического подхода позволяют лучше понять природу когерент-

ных вихревых и волновых течений, а также могут быть использованы для вы-

бора постановки численных и экспериментальных исследований, анализа и про-

гнозирования в будущем некоторых природных явлений и технологических про-

цессов.

По итогам проведенного исследования сделаны следующие

выводы и заключения:

1. Получены соотношения для описания турбулентных пульсаций в при-

сутствии сильного вращения и сдвигового течения, а также установлены свой-

ства структурной функции турбулентных пульсаций внутри трехмерного коге-

рентного вихря на малых масштабах.

2. Посчитана структурная функция различных компонент турбулентных

пульсаций поля скорости на малых масштабах для трехмерного и двумерного

когерентных вихревых течений в зависимости от мощности накачки и вязкости

среды; установлено, что в трехмерном когерентном вихревом течении структур-

ная функция имеет более анизотропный характер, чем в двумерном.

3. Показано, что основной вклад в корреляционную и структурную функ-

ции скорость-скорость дают волновые векторы из сектора быстрых осцилляций.

4. Аналитически исследован α-эффект в трехмерном когерентном вих-

ревом течении проводящей жидкости в магнитном поле, вычислены элемен-

ты матрицы α-эффекта в течении с ненулевой спиральностью при различных
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магнитном числе Прандтля, числах Россби и Экмана в области их значений

Ek ≪ Ro ≲ 1, Prm ≲ 1.

5. Получена связь между тензором α̂ и тензором Ĥ, элементами которого

являются корреляторы различных компонент скорости и завихренности.

6. Получен критерий неустойчивости среднего крупномасштабного маг-

нитного поля в трехмерном когерентном геострофическом вихре проводящей

жидкости.

7. Определена функция распределения интенсивности волнового пакета

на примере излучения, прошедшего через случайный волоконный лазер.

8. В первом и втором порядках по параметру нелинейности γlDĪ найдено

выражение для коэффициента эксцесса K как безразмерного параметра, опре-

деляющего отличие статистики интенсивности выходного излучения от релеев-

ской.

9. Полученные результаты могут быть использованы для выбора постанов-

ки численных и экспериментальных исследований, анализа и прогнозирования

в будущем некоторых природных явлений и технологических процессов.
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