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Общая характеристика работы

В большинстве природных явлений и технологических процессов дви
жение жидкости и газа характеризуется большими числами Рейнольдса. Да
же если допустить, что в заданный момент такое течение ламинарно, после
превышения числом Рейнольдса Re некоторого порогового значения Recr, на
зываемого критическим, амплитуда присущих потоку флуктуаций, зачастую
имеющих теплофизическую природу в реальных течениях, будет расти со
временем, и при определенных условиях течение может перейти в неустой
чивый, или турбулентный, режим [1]. Для каждой геометрии течения суще
ствует свое Recr, которое, как правило, составляет величину Recr ≳ 103 ÷ 104

для глобального потока (например, для течения жидкости по трубе) [2]. Если
речь идет об однородной изотропной турбулентности, характерные числа Рей
нольдса на масштабе инерционного интервала могут быть порядка Re ≳ 1÷10

[1]. При конечном градиенте температуры в течении жидкости наступление
турбулентности определяется числом Рэлея Ra [1]. Сведения о точном зна
чении величин мгновенных параметров турбулентных течений не дают пред
ставления о характере эволюции системы, поэтому хаотические течения сле
дует описывать в рамках статистического подхода.

Данный подход позволяет исследовать статистические свойства слу
чайных систем. Он предполагает вычисление средних величин (например,
поля скорости и поля температуры) после усреднения по быстрым флукту
ациям [3]. Для решения фундаментальных или прикладных задач с помо
щью данного подхода удобно вычислять средние от возведенных в различ
ные степени случайных величин, в том числе взятые в различные моменты
времени или в различных точках пространства. Так, для установления про
странственных корреляций удобно вычислять корреляционные и структур
ные функции измеряемого поля, а для вычисления функции распределения
интересующей случайной величины необходимо вычислять средние различ
ных степеней этой самой величины [3]. В данной работе статистический под
ход применяется для описания поведения случайных систем разной природы.
В одном случае исследуется статистика флуктуаций трехмерных когерентных
геострофических вихрей в непроводящей, а затем в проводящей однородной
жидкости. Под "когерентным" понимается крупномасштабное течение, время
существования которого значительно большего характерного времени дисси
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пации в системе [4]. В трехмерном когерентном геострофическом вихре на
фоне среднего крупномасштабного течения существуют быстрые мелкомас
штабные флуктуации [5]. В рассматриваемой постановке эти пульсации воз
буждаются за счет модельной случайной силой, которая применительно к
ряду таких течений в атмосфере как циклоны, торнадо, смерчи [6] может
иметь конвективную природу [7]. Амплитуда флуктуаций предполагается до
статочно малой по сравнению со средним крупномасштабным вихрем, так
что их динамика линейна. Схожие течения формируются внутри жидкого
внешнего ядра Земли и в некоторых других астрономических объектах [8],
так что в рассматриваемом вихре проводящей жидкости возникает похожая
картина. Кроме того, понимание принципов формирования такого вихря про
водящей жидкости представляет интерес для задач охлаждения реакторов с
жидкометаллическим теплоносителем [9; 10]. В другом случае рассматрива
ется эволюция огибающей напряженности электромагнитного поля в случай
ном волоконном лазере, и с помощью статистического подхода вычисляется
функция распределения интенсивности излучения. В такой системе огибаю
щая подчиняется модифицированному нелинейному уравнению Шредингера,
где кубическим самодействием флуктуаций пренебречь нельзя, однако в пре
деле слабонелинейном режиме для описания статистических свойств системы
возможно разложение по малому параметру нелинейности. Далее рассмотрим
более подробно природу трехмерного когерентного геострофического вихря,
затем – случайного волоконного лазера.

Первым существенным теоретическим результатом в области стати
стического описания турбулентных течений при постоянной температуре яв
ляется теория для статистически изотропного трехмерного развитого турбу
лентного потока, созданная А.Н. Колмогоровым [11]. В теории Колмогорова
устанавливаются законы подобия, исходя из утверждения о существовании
прямого каскада энергии и локальном взаимодействии по масштабам внутри
инерционного интервала. Прямой каскад энергии подразумевает, что боль
шие вихри распадаются на более мелкие и так далее, т.е. энергия переходит
от больших масштабов к малым. Локальность взаимодействия по масштабам
означает, что в процессе дробления участвуют вихри только близких разме
ров. Турбулентное двумерное течение значительно отличается от трёхмерно
го, поскольку в нём есть вторая сохраняющаяся квадратичная по скорости
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величина в пределе малой вязкости — энстрофия — помимо кинетической
энергии. Вследствие этого в двумерном турбулентном течении устанавлива
ются два каскада [12] — обратный каскад энергии, в результате чего из более
мелких вихрей образуются более крупные, и прямой каскад энстрофии, в
результате которого завихренность передаётся на мелкие масштабы.

В случае ограниченной геометрии обратный каскад накапливает кине
тическую энергию на самом большом из доступных масштабов. Вследствие
этого возникает конденсат, который чаще всего оказывается вихрем или си
стемой вихрей, что было предсказано в теоретической работе [13], а также
обнаружено в численных и натурных экспериментах при постоянной темпе
ратуре [14]. И.В. Колоколов и В.В. Лебедев создали аналитическую теорию
для двумерного когерентного вихря [15], описывающую как интенсивное сред
нее течение вихрей, так и флуктуации на его фоне, которые представляют
собой хаотическое во времени и пространстве изменение скорости. Ключе
вым отличием этой теории от теории изотропной турбулентности является
утверждение о нелокальности взаимодействия по масштабам, так что нели
нейное влияние неоднородности конденсата на турбулентные пульсации силь
нее, чем нелинейное взаимодействие пульсаций между собой. Это приближе
ние оправдывается, в частности, существенно более крутым спектром энер
гии 𝐸(𝑘) ∝ 𝑘−3 в присутствии конденсата [16] по сравнению со спектром
для изотропной турбулентности 𝐸(𝑘) ∝ 𝑘−5/3. Теория объясняет результаты
численных [17] и лабораторных [18] экспериментов по формированию устой
чивых когерентных вихрей, связав их характеристики со статистическими
свойствами флуктуаций течения.

В данной диссертации изучаются турбулентные вихревые течения в
быстро вращающейся трехмерной жидкости. Модель, лежащая в основе та
ких вихрей, может быть обобщена на обширный класс течений в природе.
Примерами таких течений в атмосфере являются торнадо, смерчи, циклоны
(воздушные вихри с пониженным давлением) и антициклоны (вихри с повы
шенным давлением) [6]. Аналогичные течения возникают во внешнем ядре
Земли и в других астрономических объектах [8]. Схожие потоки возникают
и в различных технологических процессах: разделение изотопов тяжелых ме
таллов в центрифугах, конвекция в теплообменных аппаратах, нанесение за
щитных покрытий с использованием струйных плазмотронов и т.д. [19]. В
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большинстве названных выше течениях имеют место конвективные процес
сы и наличие тепловых флуктуаций в системе. Их влияние на течение может
быть учтено путем добавления случайной силы, передающей течению конеч
ную мощность.

Большинство физических течений трехмерны, и масштабы по каж
дому из направлений сравнимы. Двумерное течение – модель, применимая
для трехмерного с подавленной вертикальной компонентой скорости, что мо
жет происходить по ряду причин, в том числе геометрическим. Натурные
эксперименты по двумерной турбулентности как раз проводятся на тонких
жидких слоях [14; 18]. Подавление вертикальной компоненты скорости и од
нородность скорости вдоль вертикальной оси, достигаемые за счет быстрого
вращения жидкости как целого вокруг этой оси, обусловлено согласно теоре
ме Прудмана-Тейлора [20] действием сил Кориолиса при малом числе Россби
Ro ∼ |(𝑣,∇)𝑣|/| [Ω,𝑣] |, где 𝑣 — вектор поля скорости жидкости, Ω — угловая
скорость вращения. Большая часть кинетической энергии течения содержит
ся в наборе однородных по вертикали вихрей, в которых скорость направлена
горизонтально. Такое течение является геострофическим, поскольку силы Ко
риолиса в нём являются чисто потенциальными и компенсируются перепадом
давления, что называют геострофическим балансом [21]. Эффект двумериза
ции течения в быстро вращающейся жидкости уже несколько десятилетий
исследовался экспериментально [22]. В численном моделировании [17] наблю
далось изменение характера турбулентного течения при увеличении угловой
скорости вращения (уменьшение Ro). При больших Ro течение представля
ло собой статистически изотропную трёхмерную турбулентность, при малых
– становилось анизотропным, приобретало форму устойчивых геострофиче
ских вихрей. В связи с этим представляет интерес исследование статистики
турбулентных пульсаций в присутствии трехмерного когерентного вихря.

В двумерном когерентном вихре турбулентные пульсации двумерны
[15], а в трехмерном когерентном вихре турбулентные пульсации трёхмер
ны и представляют собой ансамбль инерционных волн [5]. В работах [15] и
[5] показано, что статистика пульсаций в присутствии когерентных течений
значительно отличается от статистики пульсаций в изотропном случае как в
двумерной, так и в трехмерной задачах. Это обусловлено сильным влияни
ем градиента скорости когерентного течения на динамику мелкомасштабных
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флуктуаций. В свою очередь мелкомасштабные пульсации 𝑢(𝑟,𝑡) оказывают
существенное влияние на крупномасштабный профиль когерентного вихря
𝑈(𝑟), отвечая за поддержание когерентного течения. Среднее от произведе
ния радиальной и азимутальной компонент поля скорости мелкомасштабных
пульсаций ⟨𝑢𝜌𝑢𝜙⟩ есть вклад в касательную компоненту тензора напряжений
Рейнольдса Π𝜙𝜌 [5], ответственный за формирование “отрицательной турбу
лентной вязкости” [23]. Отметим, что масштаб флуктуаций определяется ста
тистикой случайной силы. В [24] поле этих сил создавалось за счет быстро
го вращения небольших лопастей, расположенных по краям сосуда с жид
костью. В некоторых системах эта сила может также иметь конвективную
природу. Так, в [7] описаны численные эксперименты с похожей постановкой,
но отличными от рассматриваемой задачи теплофизическими и гидродина
мическими параметрами течения (конвекция Рэлея-Бенара). В некоторой об
ласти значений параметров задачи формируются когерентные структуры, на
зываемые в этих работах крупномасштабными вихрями (large scale vortexes,
LSV). Поэтому в рамках приближения Буссинеска влияние конвекции может
быть учтено в уравнении Навье-Стокса в виде случайного поля внешних сил.
Количественное исследование статистических свойств поля скорости в сдви
говом конвективном течении представляется крайне сложной задачей. Для
простоты анализа данное поле сил в рассматриваемой модели предполагает
ся однородным по объему и изотропным, а также короткокоррелированным
по времени. Отметим, что проведенные в работе вычисления носят общий
характер, поэтому для случая неизотропного поля сил с конечным време
нем корреляций статистические свойства поля скорости могут быть посчи
таны тем же методом, что используется для данной модельной постановки.
Поэтому исследование статистики турбулентных пульсаций в присутствии
трехмерного когерентного вихря представляет особый интерес. Объектами
исследования статистики мелкомасштабных флуктуаций являются корреля
ционные и структурные функции. Эти объекты очень удобны и полезны с
практической точки зрения для исследования пространственных корреляций
полей скорости течения и температуры [1]. В частности, для задач метеороло
гии большой практический интерес представляет вычисление пространствен
ных структурных функций [25]. Так, в работе [26] по результатам измерения
структурной функции скорости ветра были получены вертикальные профи
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ли внешнего масштаба динамической турбулентности в условиях устойчивой
атмосферной стратификации. В работе [27] была описана экспериментальная
методика нахождения структурных функций поля скорости в быстро враща
ющемся турбулентном потоке жидкости. В связи с этим в данной диссертации
более детально исследуется пространственная статистика турбулентных пуль
саций путём вычисления структурных функций различных компонент поля
скорости в трехмерном когерентном геострофическом вихре.

Необходимость создания последовательной аналитической теории
трехмерных когерентных течений особенно важна в современных услови
ях, когда происходит интенсификация многих технологических процессов и
обостряются природные катаклизмы. В работе [5] была описана теория, объ
ясняющая причины формирования и сохранения устойчивости трехмерных
когерентных вихрей во вращающемся турбулентном потоке жидкости, опре
делены соотношения между параметрами системы, при которых вихрь суще
ствует и статистически устойчив. Следующим этапом для более глубокого по
нимания ряда природных явлений и технологических процессов, связанных с
трехмерными вихревыми течениями, с целью управления ими или их оптими
зацией стало описание статистических свойств рассматриваниемых течений
проводящей жидкости. Обширный класс течений может приводить к генера
ции конечного магнитного поля даже из малого по амплитуде магнитного по
ля, возникающего за счет тепловых флуктуаций. Данное явление называется
эффектом динамо [28]. Мы рассматриваем кинематическую стадию динамо,
на которой магнитное поле слабо влияет на течение, и не рассматриваем по
следующую стадию насыщения этого поля за счет обратной реакции на поток
[29]. Примерами подобного статистически стационарного насыщения являют
ся магнитные поля планет [30], в частности, Земли [31] и когерентные магнит
ные поля во Вселенной [32]. В таких системах крупномасштабное магнитное
поле как правило существует на фоне мелкомасштабных турбулентных пуль
саций, поэтому количественно усиление магнитного поля удобно описывать с
помощью величин, усредненных по быстрым и мелкомасштабным турбулент
ным пульсациям потока [33]. Одной из причин генерации магнитного поля яв
ляется наличие вклада ℰ в электродвижущую силу, возникающей вследствие
взаимодействия флуктуаций поля скорости с мелкомасштабной компонентой
магнитного поля, определяемой взаимодействием турбулентных пульсаций и
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крупномасштабной компоненты магнитного поля. Если же в турбулентном
потоке нарушена зеркальная симметрия и, как следствие, есть ненулевая
спиральность [34], электродвижущая сила будет линейно связана с крупно
масштабной компонентой магнитного поля 𝐵: ℰ = �̂�𝐵, где �̂� — псевдотен
зор второго ранга. Такая линейная зависимость называется 𝛼-эффектом [35].
Зачастую именно он определяет самогенерацию магнитного поля, обеспечи
вающую наличие магнитного поля большинства астрономических объектов
[36]. Отметим работу [37], в которой намеренно создаётся вихрь тороидальной
формы с ненулевой спиральностью потока с целью активировать механизм
динамо. Изучение эволюции такого вихря может иметь применение для мо
делирования процессов, происходящих в реакторах с жидкометаллическим
теплоносителем [10]. Так, в исследованиях [38] показано, что совместное воз
действие магнитного поля и конвекции при определенном соотношении кри
териев течения приводит к появлению опасных режимов МГД-теплообмена
в трубе и плоском канале. В пристенной области потока жидкого металла
развиваются низкочастотные пульсации температуры аномально высокой ам
плитуды [39]. Причина возникновения этих эффектов может состоять в том,
что в потоке вследствие конвекции развиваются вторичные течения в виде
крупномасштабных вихрей, устойчивых в магнитном поле [9]. В связи с этим
определение величины 𝛼-эффекта для трехмерного когерентного вихря про
водящей жидкости представляет большой интерес, чему и посвящен один из
разделов данной диссертации.

Другим объектом данного исследования являются волновые системы,
в которых нелинейное межволновое взаимодействие существенно. Одним из
классических примеров подобного нелинейного взаимодействия волн являет
ся взаимодействие, описываемое нелинейным уравнением Шредингера, харак
теризующее реальные процессы в различных физических системах: волны на
глубокой воде [40], волны Ленгмюра в плазме [41], электромагнитные волны
в оптоволокне [42]. Примером системы с таким характером взаимодействия
волн является случайный волоконный лазер с распределенной обратной свя
зью [43]. Статистику сигнала, динамика которого подчиняется нелинейному
уравнению Шредингера, нельзя описывать в терминах кинетического уравне
ния [44] в силу свойств интегрируемости этого уравнения [45]. Присутствие в
системе усиления нарушает интегрируемость, что позволило развить кинети
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ческую теорию для подобных систем в [46]. Эта кинетическая теория позволя
ет описывать количественные характеристики излучения. В частности, в [46]
была найдена ширина спектра излучения, результаты хорошо согласуются с
экспериментом. В данной диссертации исследуется другая, не менее важная
характеристика систем этого класса — статистика интенсивности выходного
излучения. Знание статистики интенсивности и механизма её установления
позволяет оценить риски возникновения сильных “выбросов” [47] в волновом
пакете, прошедшем через среду с нелинейностью и циклическим усилением, и
выявить способы снижения вероятности возникновения таких выбросов, что
имеет важное значение при передаче сигналов по оптоволокну и для других
приложений.

Отмеченные выше обстоятельства, связанные с необходимостью де
тального аналитического описания когерентных вихревых течений, в том
числе в проводящей жидкости, а также статистики активных циклических
нелинейных волновых систем, и определяют актуальность данной работы.

Таким образом, целью данной работы является определение
свойств парной корреляционной функции поля скорости турбулентных пуль
саций в трехмерных когерентных геострофических вихревых течениях, в том
числе проводящей жидкости, при постоянной температуре, а также нахожде
ние статистики интенсивности случайного волнового поля, прошедшего через
квазиодномерную среду с кубической нелинейностью и усилением.

Поставленная цель достигается путем решения
следующих поставленных задач:

1. Вычислить средние от парных произведений компонент поля скоро
сти для описания статистических свойств трехмерных когерентных
геострофических вихрей при постоянной температуре;

2. Вычислить структурные функции флуктуаций поля скорости в
трехмерных геострофических и двумерных когерентных вихрях;

3. Вычислить среднее скорость-завихренность для трехмерных коге
рентных геострофических вихрей с ненулевой спиральностью;

4. Определить связь электродвижущей силы, возникающей за счет
взаимодействия флуктуаций магнитного поля с пульсациями тече
ния трехмерного когерентного геострофического вихря проводящей
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жидкости, со средним магнитным полем, выраженой в величине
𝛼-эффекта;

5. Определить критерий неустойчивости среднего магнитного поля в
трехмерном когерентном геострофическом вихре проводящей жид
кости;

6. Найти функцию распределения интенсивности случайного волново
го поля, прошедшего через протяженную среду с керровской нели
нейностью и усилением.

На защиту выносятся следующие научные положения и результаты,
принадлежащие лично автору:

1. Определен вид структурных функций поля скорости в трехмерном
и двумерном когерентных вихревых течениях при постоянной тем
пературе в зависимости от мощности накачки, вязкости среды и
пространственных координат на масштабах 𝑟, малых по сравнению
с масштабом накачки 𝑘−1

𝑓 .
2. Установлена зависимость величины 𝛼-эффекта от мощности накач

ки, вязкости, проводимости и угловой скорости вращения трехмер
ного когерентного геострофического вихря проводящей жидкости
в области малых чисел Россби и Экмана (Ek ≪ Ro ≲ 1), а также
малого магнитного числа Прандтля (Prm ≲ 1).

3. Установлен критерий неустойчивости среднего магнитного поля в
трехмерном когерентном геострофическом вихре, зависящий от чи
сел Ro, Ek, Prm, а также величины отношения масштаба накачки к
масштабу среднего магнитного поля 𝑘𝑓/𝑘𝑏.

4. Определена функция распределения интенсивности волнового паке
та после его прохождения через квазиодномерную среду с керров
ской нелинейностью и циклическим усилением.

Научная новизна работы определяется следующими результатами:
1. Впервые установлены структурные функции различных компонент

поля скорости в зависимости от координат для трехмерных и дву
мерных когерентных вихревых течений при постоянной температу
ре на малых по сравнению с масштабом накачки пространственных
масштабах;
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2. Путем сравнения посчитанных структурных функций различных
компонент турбулентных пульсаций поля скорости для трехмерных
и двумерных когерентных течений на малых масштабах в зависи
мости от мощности накачки и вязкости среды установлено, что в
трехмерном случае структурная функция имеет более анизотроп
ный характер;

3. Вычислен тензор, являющийся средним от произведения скорости
и завихренности флуктуаций в трехмерном когерентном геострофи
ческом вихре, в случае, когда возбуждающая течение сила статисти
чески асимметрична по отношению к зеркальному отражению;

4. Получено выражение величины 𝛼-эффекта для трехмерных коге
рентных геострофических вихрей проводящей жидкости с ненуле
вой спиральностью в зависимости от чисел Россби Ro, Экмана Ek

и магнитного числа Прандтля Prm в практически важной области
их значений Ek ≪ Ro ≲ 1, Prm ≲ 1;

5. Получен критерий роста магнитного поля для трехмерного коге
рентного геострофического вихря проводящего спирального тече
ния жидкости, зависящий от чисел Ro, Ek, Prm, а также отношения
𝑘𝑓/𝑘𝑏 пространственных масштабов накачки и среднего поля;

6. Найдена функция распределения интенсивности волнового пакета,
прошедшего через протяженную среду с керровской нелинейностью
и циклическим усилением, а также выражение для коэффициента
эксцесса как безразмерного параметра нелинейности в первом и вто
ром порядках, определяющего её отличие от релеевской.

Теоретическая и практическая значимость работы состоит в
том, что

- разработана методика определения статистических свойств когерент
ных вихревых течений, в которых есть нелокальное взаимодействие по мас
штабам; данный подход может быть использован для определения статистиче
ских свойств течений, имеющих отличную от рассматриваемой конфигурации
внешнего поля силы;

- впервые получена структурная функция поля скорости в трехмерном
когерентном геострофическом вихре, которая хорошо характеризует стати
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стические свойства течения и может быть измерена в натурных эксперимен
тах;

- результаты исследования могут быть использованы при проведении
расчетных оценок и для улучшения качественного понимания некоторых при
родных явлений (такие как циклоны и антициклоны, торнадо, смерчи, столб
чатые вихри в мантии Земли и т.п.), а также для оптимизации ряда техноло
гических процессов (охлаждение реакторов с жидкометаллическим теплоно
сителем, камеры сгорания, сушильные установки и т.д.);

- вычисленная функция распределения интенсивности волнового паке
та свидетельствует о малом отличии статистики интенсивности выходящего
сигнала от релеевской, что говорит о низкой вероятности "выбросов" в такой
системе. Эти результаты могут быть использованы для создания волоконных
линий сверхдальней связи, а также для оптимизации технологических про
цессов, связанных со случайными волоконными лазерами.

Достоверность результатов диссертационной работы обеспечивает
ся физически обоснованными, непротиворечивыми математическими моделя
ми гидродинамики несжимаемой жидкости и уравнением Навье-Стокса, нели
нейным уравнением Шредингера, аппаратом теории турбулентности, волно
вой кинетической теории, магнитной гидродинамики и статистической физи
ки, аппаратом уравнений в частных производных и обыкновенных дифферен
циальных уравнений, аппаратом математического анализа, интегрального ис
числения и теории вероятности, аппаратом диаграммной техники Уайльда,
приближенными методами аналитических вычислений и асимптотик, хоро
шей согласованностью найденных зависимостей с натурными и численными
экспериментами. Результаты находятся в соответствии с результатами, полу
ченными другими авторами.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались
на следующих семинарах и конференциях:

- С.С. Вергелес, Л.Л. Огородников, В.В. Лебедев, И.В. Колоколов,
«Статистика интенсивности в случайном волоконном лазере», VII Междуна
родная конференция по фотонике и информационной оптике, Москва, 24-26
января 2018. Сб. научных трудов, с. 184-185 (2018).

- L.L. Ogorodnikov, S.S. Vergeles, V.V. Lebedev, «Intensity Statistics of
the Emission of Raman Random Fiber Laser», Optics, Photonics and Lasers: Proc.
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1st International Conference on on Optics, Photonics and Lasers (OPAL’ 2018),
9-11 May 2018, Barcelona, Spain, p. 257-260 (2018), WoS: 000454436200075.

- Л.Л. Огородников, С.С. Вергелес «Структура и пространственные
корреляции столбчатых когерентных вихрей в трехмерной вращающейся
жидкости», XV Международная конференция «Забабахинские научные чте
ния», г. Снежинск, 27 сентября – 1 октября 2021.

- Л.Л. Огородников, Вергелес С.С., Лебедев В.В. «Статистика интен
сивности выходного излучения случайного волоконного лазера», XVIII Науч
ная школа «Нелинейные волны-2018», г. Нижний Новгород, 26 февраля - 4
марта 2018.

- Вергелес С.С., Огородников Л.Л. «Поведение когерентных вихрей в
трехмерной жидкости», Международная конференция «XXI Харитоновские
тематические научные чтения», г. Саров, 15 – 19 апреля 2019 г.

- L.L. Ogorodnikov, S. S. Vergeles «Study of correlation properties of a
three-dimensional coherent vortex», Самарские чтения (в память об академике
А.А. Самарском), Москва, 22-25 декабря 2021 г.

- Vergeles S.S., Ogorodnikov L.L. «Coherent columnar vortex in three
dimensional rotating turbulent flow: structure and spatial correlations», IV
Russian Conference on Magnetohydrodynamics, September 20 – 22, 2021, Perm,
Russia

- Л.Л. Огородников, С.С. Вергелес «𝛼-эффект в магнитном поле в при
сутствии трехмерного когерентного вихревого течения проводящей жидко
сти», ХХ Научная школа «Нелинейные волны – 2022», г. Нижний Новгород,
7-13 ноября 2022.

Личный вклад заключается в участии в формулировке темы дис
сертационной работы, проведении аналитических исследований, обсуждении
и интерпретации полученных результатов, подготовке материалов к публика
ции.

Таким образом, в результате выполнения научно-квалификационной
работы решена важная научная задача, связанная с исследованием статисти
ческих свойств когерентных вихревых и волновых течений, которая может
быть использована в интересах прогнозирования ряда природных явлений (в
том числе катаклизмов), оптимизации передачи сигналов на дальние рассто
яния и интенсификации технологических процессов.
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Публикации. По теме диссертации опубликованы 3 печатные ра
боты в статьях [5], [48], [49], 3 из которых входят в перечень WoS, и 10 работ
в материалах конференций.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, че
тырёх глав, заключения и двух приложений. Полный объем диссертации 172
страницы текста с 15 рисунками. Список литературы содержит 155 наимено
ваний.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность темы диссертационного
исследования, приводится общая характеристика работы, формулируется
цель работы и решаемые задачи для её достижения, отмечаются её научная
новизна, теоретическая и практическая значимость, обосновывается достовер
ность полученных результатов и личный вклад автора в работу, приводятся
научные положения, выдвигаемые на защиту.

В первой главе диссертации содержится литературный обзор по те
ме научного исследования. Рассматриваются различные режимы течений
жидкости от ламинарного до развитого турбулентного вихревого движения.
Приводятся примеры течений в форме трехмерных когерентных столбчатых
вихрей. Отмечается их позитивная и негативная роль в ряде природных и
технологических процессов.

Рассматриваются способы описания вихревых течений, отмечается
сложность получения точного решения уравнения Навье-Стокса для таких
движений и обосновывается необходимость статистического способа их опи
сания, в том числе, с использованием корреляционных функций. Излагаются
ключевые предпосылки для построения теории трехмерных когерентных гео
строфических вихрей при постоянной температуре, развитой в [5], приводят
ся уравнение на среднюю компоненту поля скорости, а также уравнение на
турбулентные пульсации. Далее в обзоре освещается важность исследования
влияния трехмерного когерентного вихревого течения проводящей жидкости
на внешнее магнитное поле. Проводится анализ области значений магнитных
чисел Прандтля, которые уместно рассматривать на практике для решения
поставленной задачи. Обсуждается связь 𝛼-эффекта, выраженного количе
ственно в виде матрицы пропорциональности между компонентами электро
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движущей силы, возникающей за счет турбулентного течения проводящей
жидкости в магнитном поле, и компонентами самого магнитного поля, с пре
образованием тороидального магнитного поля в полоидальное. Указывается,
что 𝛼-эффект возможен в течении c дифференциальным вращением и на
рушением зеркальной симметрии, а такое спиральное течение может быть
создано искусственно. В обзоре анонсируется, что величина 𝛼-эффекта трех
мерного когерентного вихря проводящей жидкости вычисляется в области
малых чисел Ek, Ro и Prm в третьей главе. В обзоре также говорится о
важности исследования статистических свойств течений в другом предель
ном случае, когда амплитуда флуктуаций становится сравнимой с величиной
среднего течения. В качестве одного из классов таких нелинейных систем рас
сматриваются системы, описываемые нелинейным уравнением Шредингера,
которое может быть использовано для описания как волн на глубокой воде,
так волн в оптоволокне. Обсуждаются способы статистического исследования
активных волновых систем с циклическим усилением, к которым относится
случайный волоконный лазер с обратной связью. Делается вывод о возможно
сти применения волновой кинетической теории, описанной в [46] на примере
случайного волоконного лазера, для исследования таких систем.

Во второй главе изложен подход, позволяющий количественно опи
сывать статистические свойства турбулентных течений и, в частности, трех
мерных когерентных геострофических вихревых течений при постоянной тем
пературе.

Рис. 1 — Профиль скорости трехмерного когерентного вихря

Предполагается возможным разделение течения на средний крупно
масштабный поток 𝑈 и турбулентные пульсации 𝑢. Задача решается в пре
деле большого числа Рейнольдса Re, малых чисел Россби Ro и Экмана
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Ek ≪ Ro. Влияние конвекции учитывается в виде модельного случайного
поля внешних сил, которое считается равномерно распределенным в объеме.
Статистика этих сил, передающих энергию вихрю, изотропна, предполагается
скоррелированной на малых временах и на конечном пространственном мас
штабе ∼ 𝑘−1

𝑓 . Излагается методика вычисления корреляционных функций,
описывающих статистические свойства течения. Данная методика реализова
на на примере вычисления одноточечной парной корреляционной функции
турбулентных пульсаций поля скорости ⟨𝑢𝜉𝑢𝜂⟩, которая содержится в выра
жении для тензора Рейнольдса и позволяет определить профиль среднего
течения:

⟨𝑢𝜉𝑢𝜂⟩ = − 𝜖

|Σ|

∫︁
(𝑑3𝑘)𝑘𝜒(𝑘)

∞∫︁
0

𝑑𝜏
𝑘𝜉𝑘

′
𝜂(𝜏)

𝑘′3(𝜏)
𝑒−Γ(𝜏) ≈ 𝜖

Σ
(1)

Вычисления ⟨𝑢𝜉𝑢𝜂⟩ проведены в предположении о том, что локальный коэф
фициент сдвига Σ не зависит от координат на характерных пространственных
масштабах инерционных волн. Данное предположение оказывается самосо
гласованным и позволяет получить средний профиль скорости течения. Ве
личина коэффициента сдвига трехмерного когерентного вихря определяется
мощностью 𝜖 поля внешних сил 𝑓(𝑟, 𝑡), которое может иметь конвективную
природу, и кинематической вязкостью 𝜈:

Σ = ±Σ0, Σ0 =

√︂
𝜖

𝜈
(2)

Для некоторых потоков в атмосфере знак коэффициента сдвига определя
ет тип течения. В частности, положительная величина коэффициента сдвига
соответствует антициклону, отрицательная – циклону [50]. В ходе вычисле
ний показано, что основной вклад в парную корреляционную функцию дают
волновые векторы из сектора быстрых осцилляций (𝑘𝑧/𝑘 ≳ Ro). Выражение
для парной корреляционной функции было получено для определенного вида
модельной внешней силы с корреляционной функцией поля силы 𝜒(𝑘) специ
ального вида, однако развитый формализм позволяет проводить вычисления
для поля случайной силы общего вида. Также в данной главе исследуется
пространственная статистика турбулентных пульсаций в трехмерном коге
рентном геострофическом вихре. Проведены вычисления структурной функ
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ции скорость-скорость различных компонент флуктуаций поля скорости 𝑢 на
малых пространственных масштабах для трехмерных когерентных вихрей:

𝑆𝑖𝑗(𝑟) = ⟨
(︀
𝑢𝑗(𝑟′ + 𝑟)− 𝑢𝑗(𝑟′)

)︀(︀
𝑢𝑖(𝑟′ + 𝑟)− 𝑢𝑖(𝑟′)

)︀
⟩, (3)

где по 𝑟′ предполагается усреднение. С учетом этого определения вычислены
компоненты структурной функции поля скорости в трехмерном когерентном
геострофическом вихре, имеющие следующий вид в цилиндрических коорди
натах:

𝑆𝜙𝜙 = 𝑆𝑧𝑧 ≈ 𝑆𝑖𝑖

2
∼

𝜖𝑘2𝑓
2|Σ|

(︀
ln 𝜏* · (𝜌𝛿𝜙)2 + 𝜏 2* 𝛿𝜌

2 + 𝜍𝜏*𝜌𝛿𝜙 · 𝛿𝜌+ ln2 𝜏* · 𝛿𝑧2
)︀
; (4)

𝑆𝜌𝜌 ∼
𝜖𝑘2𝑓
|Σ|
(︀
(𝜌𝛿𝜙)2 + 𝜍 · 𝜌𝛿𝜙 · 𝛿𝜌+ ln2 𝜏* · 𝛿𝜌2 + ln 𝜏* · 𝛿𝑧2

)︀
, (5)

𝑆𝜌𝜙 ∼ −𝜍
𝜖𝑘2𝑓
|Σ|
(︀
(𝜌𝛿𝜙)2 + 𝜍 ln 𝜏* · 𝜌𝛿𝜙 · 𝛿𝜌+ 𝜏*𝛿𝜌

2 + 𝛿𝑧2
)︀
, (6)

𝑆𝜙𝑧 ∼ −
𝜖𝑘2𝑓
|Σ|

(𝜌𝛿𝜙𝛿𝑧 − 𝜍 · 𝛿𝜌𝛿𝑧) , 𝑆𝜌𝑧 ∼ −
𝜖𝑘2𝑓
|Σ|
(︀
𝜍𝜌𝛿𝜙𝛿𝑧 + ln2 𝜏* · 𝛿𝜌𝛿𝑧

)︀
, (7)

где 𝜖 — мощность накачки, 𝜍 = sign (Σ), 𝜏* = (Ro/Ek)1/3 – безразмерный
параметр, соответствующий характерному времени, определяемому “вязкой
экспонентой”.

Рис. 2 — Разность следа структурной функции и одноточечного
коррелятора турбулентных пульсаций трехмерного когерентного

геострофического вихря в проекции на горизонтальную плоскость. Синими
стрелками показано направление сдвигового течения, оранжевым цветом

изображена область, в которой функция ⟨𝑢2⟩ − 𝑆𝑖𝑖/2 наиболее существенна.
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На рисунке 2 видно, что проекция на горизонтальную плоскость обла
сти, в которой разность следа структурной функции турбулентных пульсаций
поля скорости в трехмерном когерентном геострофическом вихре и одното
чечного коррелятора оказывается существенным, анизотропна с отношением
длин сторон ∼ 𝜏* и ориентирована под малым углом ∼ 1/𝜏* к азимутальному
направлению.

С учетом свойств двумерных флуктуаций [5], [51] посчитаны структур
ные функции различных компонент поля скорости турбулентных пульсаций
в двумерном когерентном вихре в зависимости от мощности накачки и вяз
кости среды. Сравнение показало, что в трехмерном когерентном вихревом
течении структурная функция имеет более анизотропный вид, чем в двумер
ном когерентном течении.

Третья глава посвящена рассмотрению вопросов генерации магнит
ного поля в вихревом потоке проводящей жидкости для случая малых маг
нитных чисел Прандтля Prm ≲ 1. В частности, рассмотрен 𝛼-эффект, связан
ный с тем, что турбулентный характер вихревого потока приводит к преоб
разованию тороидального магнитного поля в полоидальное, которое в свою
очередь приводит к возникновению электродвижущей силы. В данной главе
исследован 𝛼-эффект для трехмерного когерентного геострофического вих
ря с ненулевой спиральностью в проводящей жидкости. С использованием
модели трехмерного когерентного вихря найдены компоненты одноточечно
го коррелятора скорость-завихренность. В присутствии такого когерентного
вихря в проводящей жидкости рассмотрено поведение магнитного поля, ам
плитуда которого изначально была мала и определялась тепловыми флукту
ациями. Показано, что связь между компонентами электродвижущей силы
ℰ и магнитного поля 𝐵 линейная: ℰ 𝑖 = 𝛼𝑖𝑝𝐵𝑝, а также получено выраже
ние для всех элементов псевдотензора �̂� в трехмерном когерентном вихревом
течении проводящей жидкости в зависимости от величин вязкости, магнит
ной диффузии, угловой скорости вращения и коэффициента сдвига, то есть
в зависимости от чисел Ro, Ek и Prm. Определена связь между псевдотензо
ром �̂� и тензором �̂�, элементы которого являются корреляторами различных
компонент скорости и завихренности:

𝛼𝑖𝑝 =
𝜅𝑘2𝑓
2Ω2

∫︁
(𝑑3𝑘)

𝑘4

𝑘2𝑧 + (𝑘/𝜏Ω)6
(︀
𝐻𝑖𝑝 +𝐻𝑝𝑖 − H𝛿𝑖𝑝

)︀
k
, (8)
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где используется безразмерное отношение 𝜏Ω = (2Ω/𝜅𝑘2𝑓)
1/3 = (Prm/Ek)

1/3,
характеризующее отношение скорости вращения Ω к величине магнитной
диффузии 𝜅𝑘2𝑓 . Найдено выражение для элементов псевдотензора �̂� в прак
тически важной области параметров Ek ≪ Ro ≲ 1, Prm ≲ 1 в зависимости
от различных соотношений между этими параметрами:

�̂� ∼ − 𝜖ℎ
Σ2

Ro

⎛⎜⎝ 𝜏 2* 𝜍𝜏* 0

𝜍𝜏* 𝛽𝜙𝜙 0

0 0 𝛽𝑧𝑧

⎞⎟⎠ , Ro ≪ Prm (9)

�̂� ∼ − 𝜖ℎ
Σ2

Ro

⎛⎜⎝𝜏
2
Ω𝛽𝑧𝑧 𝜍𝜏Ω 0

𝜍𝜏Ω 𝛽𝜙𝜙 0

0 0 𝛽𝑧𝑧

⎞⎟⎠ , Ek ≪ Prm ≪ Ro (10)

�̂� ∼ − 𝜖ℎ
|Σ|𝜅𝑘2𝑓

⎛⎜⎝ln 𝜏* 𝜍 0

𝜍 1 0

0 0 ln 𝜏*

⎞⎟⎠ , Prm ≪ Ek ≪ Ro (11)

где 𝛽𝜙𝜙 = − ln(Ro(1 + 𝜅𝑘2𝑓/|Σ|)), 𝛽𝑧𝑧 = Ro/Prm в пределе Ro ≪ Prm; 𝛽𝜙𝜙 =

− ln(Prm(1 + 𝜅𝑘2𝑓/|Σ|)), 𝛽𝑧𝑧 = ln (Ro/Prm) в пределе Prm ≪ Ro.
На основании результатов сделан вывод о характере влияния коэф

фициента магнитной диффузии и угловой скорости вращения на величину
𝛼-эффекта.

Также получено уравнение эволюции среднего магнитного поля в трех
мерном когерентном геострофическом вихре и найден критерий его неустой
чивости во времени, то есть роста величины среднего магнитного поля, в
зависимости от величины чисел Ro, Ek, Prm, а также отношения масштаба
накачки к масштабу среднего магнитного поля 𝑘𝑓/𝑘𝑏:

Ek

Prm
≲ Ro2Prm

(︂
𝑘𝑓
𝑘𝑏

)︂3

, Ek ≪ Prm (12)

(︂
Ek

Prm

)︂2

≲ Ro2Prm

(︂
𝑘𝑓
𝑘𝑏

)︂3

, Ek ≫ Prm. (13)
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Заключительная четвертая глава посвящена исследованию стати
стики другого предельного случая течения, когда флуктуации нельзя счи
тать малыми по сравнению со средним течением. Такие системы становятся
нелинейными и в ряде случаев могут описываться нелинейным уравнением
Шредингера с усилением:(︂

𝜕

𝜕𝑧
− 𝑔

)︂
𝜓 = 𝑖

𝛽2
2
𝜕2𝑡𝜓 − 𝑖𝛾|𝜓|2𝜓, (14)

где 𝛽2 — коэффициент дисперсии оптоволокна, 𝑔 — коэффициент усиления
сигнала, 𝛾 — параметр Керровской нелинейности. Особый интерес среди них
представляет исследование активных циклических волновых систем, в част
ности, случайного волоконного лазера с распределенной обратной связью. В
такой системе, поведение которой описывается в рамках волновой кинетиче
ской теории, развитой в [46], определена функция распределения интенсив
ности волнового пакета на примере излучения, прошедшего через случайный
волоконный лазер:

ℱ(𝐼) =

(︃
1 +

(︀
𝐼/𝐼
)︀2 − 4

(︀
𝐼/𝐼
)︀
+ 2

2
𝐾

)︃
exp

(︀
−𝐼/𝐼

)︀
(15)

В первом и втором порядках по параметру нелинейности 𝛾𝑙𝐷𝐼 найдено выра

Рис. 3 — График функции распределения интенсивности выходного
излучения случайного волоконного лазера при |𝐾| = 0.2. На рис. 3(a)

приведен график для аномальной дисперсии (𝛽2 < 0), на рис. 3(b) приведен
график для нормальной дисперсии (𝛽2 > 0).
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жение для коэффициента эксцесса 𝒦 как безразмерного параметра, опреде
ляющего отличие статистики интенсивности выходного излучения от релеев
ской. В главном порядке по параметру нелинейности при конечном усилении
𝜖 = |𝑔𝑙𝐷| выражение для коэффициента эксцесса будет иметь следующий вид:

𝒦 ≈ 𝐾 = − 4𝛾𝐼

𝛽2∆2

∫︁
(d𝜔)(d𝜔1)(d𝜔2)𝑓 (𝜔 − 𝜔1) 𝑓 (𝜔 − 𝜔2) 𝑓 (𝜔)

𝜔1𝜔2

(2𝜖)2 + 𝜔2
1𝜔

2
2

(16)

где 𝜔, 𝜔1,2 — частоты, обезразмеренные на ширину спектра ∆, 𝑓(𝜔) =

𝐼−1
∫︀
𝑑𝑡⟨𝜓(𝐿,𝑡′ + 𝑡)𝜓*(𝐿,𝑡′)⟩ exp (𝑖∆𝜔𝑡) — безразмерный спектр выходного из

лучения. Отметим, что знак куртозиса (коэффициента эксцесса 𝐾) противо
положен знаку коэффициента дисперсии 𝛽2.

Во втором порядке по параметру нелинейности были посчитаны вы
ражение для коэффициента эксцесса будет иметь следующий вид в пределе
нулевого усиления:

𝛿𝐾0 = −
(︀
2𝛾𝑙𝐷𝐼

)︀2 ∫︁ 𝑑𝜔𝑑𝜔′

(2𝜋)2
𝑓 2(𝜔′)

𝑓 2(𝜔′,𝜔)− 𝑓 2(𝜔′)

𝜔2
+

+
(︀
𝛾𝑙𝐷𝐼

)︀2 ∫︁ 𝑑𝜔𝑑𝜔′

(2𝜋)2
𝑓 2(𝜔,𝜔′)

𝜔2
· (17)

·

[︃
6(𝛿𝑓(𝜔′,𝜔))2 − (𝛿𝑓(𝜔′,𝜔))2 − 𝛿2𝑓(𝜔′,𝜔)

(︀
𝛿2𝑓(𝜔′,𝜔) + 4𝑓(𝜔′)

)︀ ]︃
,

где используются обозначения 𝑓 2(𝜔′,𝜔) = 𝑓(𝜔′ + 𝜔)𝑓(𝜔′ − 𝜔) и 𝛿2𝑓(𝜔′,𝜔) =

𝑓(𝜔′ + 𝜔) + 𝑓(𝜔′ − 𝜔)− 2𝑓(𝜔′) применительно к функции 𝑓 ,

𝑓(𝜔) = v.p.
∫︁

d𝜔1

𝜋

𝑓(𝜔 + 𝜔1)

𝜔1
, (18)

а также обозначение 𝛿𝑓(𝜔′,𝜔) = 𝑓(𝜔′+𝜔)− 𝑓(𝜔′−𝜔) применительно к функ
циям 𝑓 и 𝑓 .

В заключении приведены основные результаты работы, которые за
ключаются в следующем:

1. получены соотношения для описания турбулентных пульсаций в
присутствии сильного вращения и сдвигового течения при постоян
ной температуре, а также установлены свойства структурной функ
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ции турбулентных пульсаций внутри трехмерного когерентного гео
строфического вихря на малых масштабах;

2. посчитана структурная функция различных компонент турбулент
ных пульсаций поля скорости на малых масштабах для трехмер
ного и двумерного когерентных вихревых течений при постоянной
температуре в зависимости от мощности накачки и вязкости сре
ды; установлено, что в трехмерном когерентном вихревом течении
структурная функция имеет более анизотропный характер, чем в
двумерном;

3. показано, что основной вклад в корреляционную и структурную
функции скорость-скорость дают волновые векторы из сектора
быстрых осцилляций;

4. аналитически исследован 𝛼-эффект в трехмерном когерентном гео
строфическом вихре проводящей жидкости, вычислены элементы
матрицы 𝛼-эффекта в течении с ненулевой спиральностью при раз
личных числах Россби, Экмана и магнитного числа Прандтля в об
ласти их значений Ek ≪ Ro ≲ 1 и Prm ≲ 1;

5. установлено, что величина 𝛼-эффекта в трехмерном когерентном
вихревом течении проводящей жидкости существенно зависит от со
отношения между числом Россби и магнитным числом Прандтля;
в частности, показано, что величина �̂� уменьшается с ростом угло
вой скорости Ω при Ek ≪ Prm и не зависит от угловой скорости
при Ek ≫ Prm, а также слабо зависит от коэффициента магнитной
диффузии 𝜅 в пределе Ro ≪ Prm и убывает с ростом 𝜅 в случае
Ro ≫ Prm;

6. для кинематической стадии установлен критерий неустойчивости
среднего магнитного поля, возникающего за счет течения спираль
ной проводящей жидкости трехмерного когерентного геострофиче
ского вихря, записанный в терминах безразмерных параметров тече
ния Ro,Ek,Prm, а также отношения масштаба среднего магнитного
поля к масштабу накачки 𝑘𝑏/𝑘𝑓 ;

7. определена функция распределения интенсивности волнового паке
та на примере излучения, прошедшего через случайный волоконный
лазер, в виде ℱ(𝐼) =

(︀
1 +𝐾

[︀
(𝐼/𝐼)2 − 4𝐼/𝐼 + 2

]︀
/4
)︀
𝑒−𝐼/𝐼 , а также
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в первом и втором порядках по параметру нелинейности 𝛾𝑙𝐷𝐼 най
дено выражение для коэффициента эксцесса 𝒦 как безразмерного
параметра, определяющего отличие статистики интенсивности вы
ходного излучения от релеевской;

8. полученные результаты могут быть использованы для выбора по
становки численных и экспериментальных исследований, анализа и
прогнозирования в будущем некоторых природных явлений и тех
нологических процессов.

В заключении отмечено, что полученные в работе результаты с использовани
ем статистического подхода позволяют лучше понять природу когерентных
вихревых и волновых течений, а также могут быть использованы для выбо
ра постановки численных и экспериментальных исследований, анализа и про
гнозирования в будущем некоторых природных явлений и технологических
процессов.
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