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Часть 1. Суммирование Эвальда.
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Постановка задачи, условная сходимость 
ряда

4

Пример ПГУ в 2D системе

Рассмотрим кубическую ячейку N точечных заряженных частиц

Условие электронейтральности:

обеспечивает (условную) сходимость ряда:

(1868 г.)



Результат процедуры Эвальда 5

https://doi.org/10.1002/andp.19213690304

в прямом пространстве

в Фурье пространстве

взаимодействие иона 
со своими изображениями

Дипольное слагаемое
(почти) всегда выкидывается

Результат суммирования Эвальда (современная формулировка):

(1921)
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https://doi.org/10.1098/rspa.1980.0135



Форсирование абсолютной сходимости (1D)
7

«Форсируем» сходимость условного ряда: рассмотрим ряд (сходится абсолютно при 𝑠 > 0):

Алгоритм: 
1. Установить некоторый порядок суммирования
2. Форсировать абсолютную и равномерную сходимость (для всех 𝑠)
3. Произвести суммирование
4. Найти предел 𝑠 → 0 (нужна равномерная сходимость)

Рассмотрим условно сходящийся ряд:

Изменим порядок суммирования:

Аналогично для абсолютно сходящегося ряда:

Эти ряды можно просуммировать (при 𝑠 → 0 ряды расходятся):

Зафиксировали порядок 
суммирования с 
помощью весов ⅇ−𝑠𝑛
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[de Leeuw S. W., Perram J. W. and Smith E. R. 1980 Proc. R. Soc. Lond. A 373 27–56]

Форсирование абсолютной сходимости (1D)



Суммирование «по сферам»
9

«Поскольку мы изучаем электростатические задачи, а электростатику для 
сферических образцов рассчитать гораздо проще, чем для образцов любой другой 
формы, мы рассчитываем решеточную сумму по сферическим оболочкам.»
[de Leeuw S. W., Perram J. W. and Smith E. R. 1980 Proc. R. Soc. Lond. A 373 27–56]

Нас интересует результат суммы:

Введем порядок суммирования по сферам:

Форсируем сходимость с помощью фактора 𝑓(𝑁, 𝑠) – зависит от номера сферы:

Примеры 𝑓(𝑁(|𝒏|), 𝑠) : ⅇ−𝑠|𝒏|
2
, |𝒏|−𝑠



Суммирование «по сферам»
10

Иллюстрация частичных сумм вычисляемого ряда
[M. P. Allen and D. J. Tildesley, Computer simulation of liquids 
(Oxford university press, 1987)]



Суммирование c фактором ⅇ−𝑠|𝐿𝒏|
2 11

Воспользуемся тождеством:

Ряд и интегралы сходятся абсолютно при s > 0 и равномерно при 𝑠 ≥ 𝜀 > 0 – можно переставить 
интегрирование и суммирование

Форсируем абсолютную и равномерную сходимость ряда в 𝜓𝑙 𝒓 , суммируя по сферам: 

Перепишем выражение для энергии, введя обозначение для парного потенциала:

Парный и одночастичный потенциал взаимодействия:

Разделим промежуток интегрирования на 2 части:

Расходится:

Короткодействующая часть – очень быстро абсолютно сходящийся ряд:

Дальнодействующая часть – расходящийся ряд:
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Воспользуемся тождеством (из свойства 𝜃-функций Якоби):

Вклад 𝒏 ≠ 𝟎 не содержит сингулярности при 𝑠 → 0:

Вклад 𝒏 = 𝟎 расходится при 𝑠 → 0:

Суммирование c фактором ⅇ−𝑠|𝐿𝒏|
2

Переставляем суммирование и интегрирование:

Для этого преобразуем показатель экспоненты в (1):

Получаем следующее выражение, отделяя вклады с 𝒏 ≠ 𝟎 и 𝒏 = 𝟎:



13Суммирование c фактором ⅇ−𝑠|𝐿𝒏|
2

Найдем сумму 𝜓 𝒓, 𝑠 = 𝜓𝑠 𝒓 + 𝜓𝑙 𝒓, 𝑠 :

Энергия 𝐸 s имеет вид:

Запишем парную часть взаимодействия:

Последнее слагаемое можно преобразовать к дипольному виду:

Аналогично можно получить формулу для одночастичного потенциала:



Суммирование c фактором ⅇ−𝑠|𝐿𝒏|
2
:

Результат 

14

Вводя безразмерный параметр 𝛿 = 𝛼𝐿, получаем формулу из начала доклада

Суммируем все вместе:



Дипольное слагаемое? 15

Сумма квадратов дипольных моментов была 
исключена из результата; физический смысл этого 
заключается в том, что самая внешняя оболочка
из ячеек эффективно окружена проводящей 
средой, тогда как включение этого слагаемого 
равносильно помещению системы в вакуум.
Rapaport 2004

[de Leeuw S. W., Perram J. W. and Smith E. R. 1980 
Proc. R. Soc. Lond. A 373 27–56]

[M. P. Allen and D. J. Tildesley, 
Computer simulation of liquids (Oxford 
university press, 1987)]



Суммирование «по сферам»
16

Иллюстрация суммирования по сферам (частичных сумм). Серая область 
имеет диэлектрическую проницаемость.
[M. P. Allen and D. J. Tildesley, Computer simulation of liquids (Oxford university 
press, 1987)]



Дипольное слагаемое?
17

[Fraser L. M. et al. Physical Review B. – 1996. – Т. 53. – №. 4. – С. 1814. Sec IV]

• Результат суммирования ряда – предел частичных сумм
• Различный порядок суммирования порождает различные частичные суммы – это играет роль из-за 

условной сходимости
• Различный порядок суммирования задает форму «кластера» из набора идентичных ячеек

Потенциал для конечного кластера не является периодичным!
В пределе бесконечного числа слагаемых получаем периодичный потенциал + артефакт 

конечноразмерных систем (артефакт форсирования абсолютной сходимости)

При вычислении 
частичных сумм 
нарушаются ПГУ

Физическая интерпретация 
возникновения дипольного 

слагаемого

Введение среды вокруг 
кластера –

«затычка» или «костыль»



Альтернативный способ суммирования

Фактор ⅇ𝑖𝐿𝒏∙𝝃
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Ряд в (2) сходится условно, т.к. |ⅇ𝑖𝐿𝒏∙𝝃| = 1

Ряд в 𝜓𝑙 𝒓 расходится – форсируем сходимость ряда с помощью фактора ⅇ𝑖𝐿𝒏∙𝝃: 

Изменим порядок суммирования и интегрирования – не обоснованный переход:

Далее производим аналогичные процедуры; снова пользуемся тождеством:

Снова рассмотрим ряд в 𝜓𝑙 𝒓 : 

Для этого приводим показатель экспоненты в (2) к соответствующему виду:

и пользуемся формулой (4):



Альтернативный способ суммирования

Фактор ⅇ𝑖𝐿𝒏∙𝝃
19

Вклад 𝒏 ≠ 𝟎 не содержит сингулярности при 𝝃 → 𝟎 (снова меняем порядок):

Вклад 𝒏 = 𝟎 расходится при 𝝃 → 𝟎:

Аналогично, находя выражение для потенциала самовзаимодействия ෨𝜓 𝟎, 𝝃 и использовав условие 
электронейтральности, получаем энергию: 

Не существует 
(единственного) 
предела при 𝝃 → 𝟎!



Альтернативный способ суммирования
Множественность предела 𝝃 → 𝟎
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Пусть 𝜉𝑦 = 𝜉𝑧 = 0:

Пусть теперь 𝜉𝑥 = 𝜉𝑧 = 0:

В таком случае говорят, что предел:

не существует.

Итак, в моделировании кулоновских систем дипольное слагаемое 
рассматривать не нужно

Выразим дипольное слагаемое через косинус угла между 𝝃 и 𝒓𝑖:

где косинус имеет следующий вид:



Потенциал Эвальда для ОКП и ДКП 21

Далее будем рассматривать следующее выражение для энергии кулоновских систем:

где 𝑣 𝒓; 𝐿 – потенциал Эвальда:

Постоянный вклад в случае одно- и двухкомпонентной плазмы:

Конечный радиус действия!

Минимумы на 
гранях куба

Периодичный 
потенциал



Часть 2. Расчет давления 
кулоновских систем.
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Термодинамическое давление 23

Определим давление 𝑃𝐹 через производную свободной энергии:

Конфигурационный интеграл:

Перепишем производную через Q:

Произведем скейлинг длины ячейки:

Тогда производная по объему записывается через производную по 𝛾:

А давление связано с производной потенциальной энергии:

Если потенциальная энергия – однородная функция координат и длины ячейки:

то давление напрямую выражается через потенциальную энергию:



Теорема вириала, вириальное давление
24

Все силы, действующую на 𝑖-ю частицу

Теорема вириала связывает среднюю по времени кинетическую энергию и силы, действующие на частицы:

Пользуемся теоремой о равнораспределении энергии по степеням свободы:

При вычислении сил в (1) нужно учесть все силы, например, со стороны стенок (давление):

Тогда выражение (1) принимает привычный вид:

В случае кулоновского потенциала получаем связь потенциальной энергии и давления:



Вириальное давление
25

Видим, что:
• Результаты серьезно 

отличаются
• 𝑃𝐹 сходится при 𝑁 → ∞
• 𝑃𝑊 расходится при 𝑁 → ∞

В межчастичном вириале не 
учитывается вклад от вариации 

потенциала по объему!

Внутренний/межчастичный (internal) вириал:

Рассчитаем силы, используя потенциал Эвальда



Выражение для давления 𝑃𝐹 через межчастичный вириал принимает вид: 

Поправка к межчастичному вириалу 26

[Louwerse, M. J., & Baerends, E. J. (2006).  Chemical physics letters, 421(1-3), 138-141, DOI: 10.1016/j.cplett.2006.01.087]
[Onegin A. S., Demyanov G. S., Levashov P. R. arXiv preprint arXiv:2309.05427. – 2023, DOI: 10.48550/arXiv.2309.05427]

Потенциал Эвальда

Рассмотрим еще раз выражение для давления 𝑃𝐹 через производную потенциальной энергии:

Запишем производную как функцию многих переменных 𝑈 𝒓1, … , 𝒓𝑁; 𝐿 :

Сила?

Дополнительный 
вклад в 
давление



Зачем это все нужно, когда есть Кулон?
27

Энергия ОКП, рассчитанная с помощью потенциала Эвальда 
(звездочки), и кулоновского потенциала (шестигранники), в 

зависимости от числа частиц N



Зачем это все нужно, когда есть Кулон?
28

Энергия однокомпонентной плазмы связана с потенциалом:

Потенциалы значительно 
отличаются и 𝑔 𝑟 − 1 ≠ 0



Зачем это все нужно, когда есть Кулон?
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P.S. К докладу Левашова П.Р. 12.06.2023
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Kelbg
AAEP-Kelbg

AAEP-Kelbg

Kelbg

Зависимость от N для e-p плазмы при Г = 0.01:
(на семинаре 12.06.2023)

Точки Kelbg скорректированы:



Заключение
31

• Для нахождения условно сходящейся суммы потенциальной энергии 
бесконечной кулоновской системы необходимо форсировать сходимость –
например, по сферам

• Форсирование сходимости приводит к возникновению дипольного 
слагаемого, которое является артефактом и должно быть исключено

• Получившийся потенциал Эвальда явно зависит от размера ячейки

• Прямое применение вириального давления к потенциалу Эвальда ведет к 
неправильным результатам, в которых отсутствует сходимость по N

• Явная зависимость потенциальной энергии (потенциала) от объема ячейки 
порождает дополнительный вклад в давление, который может быть 
найден дифференцированием стат. суммы

• Процедура Эвальда сохраняет известное соотношение (теорема вириала) 
для давления и энергии кулоновской системы

• Использование потенциала Эвальда значительно ускоряет сходимость 
результатов по числу частиц, что критично в моделировании вырожденных 
систем (вследствие трудоемкости расчетов) 
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Анализ AAEP

[2] Demyanov G. S. and Levashov P. R. J. Phys. A: Math. Theor. 55, 385202 (2022)

Вдоль некоторого направления в кристалле потенциал должен:
• Быть периодичным
• Иметь минимум в некоторой точке
• Быть симметричным относительно точки минимума
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Minimum-image convention

Расчет взаимодействия со всеми частицами 
в основной ячейке

1. Проводим куб с центром в ячейке
2. Рассчитываем взаимодействие со всеми 

частицами в этом кубе
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Метод суммирования Эвальда

Добавляем и вычитаем плотность 

заряда с размытием 𝐿 Τ2 2𝛿2


